
無機化学1 第9回

固体と結晶



本日のポイント

固体と結晶：それぞれ指すものが異なる

固体→ 原子がほぼ移動せず，位置が固定．原子の並び方は
どうでもよい（整列していても，ぐちゃぐちゃでも固体）．

結晶→ 周期構造をもつ
∴結晶は固体だが，固体が全て結晶ではない（非晶質など）．
結晶と非晶質の中間的な存在：準結晶
ある種の秩序はあるが，並進対称（周期的）ではない．

単位格子：結晶における繰り返しの単位

晶系：単位格子の対称性（7種）

ブラべ格子：面心や体心の複合格子を加える（14種）

空間群：格子の内部の原子の並びも含めた対称性（230種）



後半の講義では，無機物質の固体の構造について基本的な事柄
を学んでいく．

固体中で原子がどのように並んでいるのかは，固体のさまざまな
性質（例えば導電性，磁性，誘電性，硬さ，光学的性質，触媒特性
など）を決める重要な要因となっている．

そのため，固体中で原子がどう配列しているのかを理解すること
＆その構造をどのように調べるのかということは，材料の分野で
特に重要となってくる．



今日はかなり細かい話がいろいろ出てくる．

全てを覚える必要はないが，いくつか重要なポイントに関しては
しっかりと理解すること．
※ざっくりした説明で進める部分が多く，スライドの枚数の割には
早めに進んでいくかと思います．

また，今日の話のいくつかの箇所が理解できなくても，今後の講義
にはそれほど大きな問題はない場合もある．
（どこを理解できなかったかにもよりますが……）

ですので，今回の話に途中でついていけなくなっても，次回以降に
頑張ってついていけば何とかなるかもしれません．諦めずに．



1.固体と結晶，結晶の単位格子



日常生活でもよく目にする「固体」という言葉．

「固体」が意味するのは，「原子の位置が（あまり）動かない」ということ
である．

気体：原子はほぼ自由に動き回る．

液体：分子や原子同士が強く引き合って塊になっているが，個々の
原子・分子に注目すると結構自由に動き回っている．

固体：原子や分子の位置が（ほぼ）固定されており，その場所からは
ほとんど動けない．



この「固体」，大きく分けると，結晶（crystal）と非晶質（amorphous）の
2つに分類することができる．

※細かく言うともうちょっといろいろある．例えば柔粘性結晶，液晶などの「結晶と液体
の中間」のようなものなどもある．興味があれば調べてみても面白いと思います．

では，「ただの固体」（結晶ではない固体）と結晶との違いは何か？



結晶＝周期構造をもつ物質

結晶は，

・基本となる単位構造が存在し
・それが3次元方向（独立な3つの方向）に周期的に繰り返される

というものである．

ここでは，まったく同じ組成（SiO2）を持つ石英ガラスと水晶の構造を
もとに説明する．



石英ガラス（非晶質）の構造の模式図

Scientific Report, 8 (2018) 1574 より

微視的にはある程度決まった構造を形成．

・Siは4つのSi-O結合をもつ
・Si周りはほぼ正四面体
・Si-SiやO-Oは基本的に無い

しかし，全体（長距離）の構造はランダム
（規則性が無い）



水晶（結晶）の構造の模式図
https://materialsproject.org/materials/mp-6930/ のデータをもとに作画

三次元的な（＝3方向への）繰り返し構造

※なお，SiO2は温度や冷却速度に依存してここに示した以外にもさまざまな結晶構造をとることが知られている．
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水晶（結晶）の構造の模式図
https://materialsproject.org/materials/mp-6930/ のデータをもとに作画
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3軸方向への繰り返しの単位＝「単位格子」



単位格子は，3つの軸の長さと，それらのなす角度で形が決まる．

a軸

b軸

c軸







※や と重なって見にくいので， のみ上側に書いています．

 ：b軸とc軸の間の角度
 ：a軸とc軸の間の角度
 ：a軸とb軸の間の角度

なお，軸を表すa，b，cや角度を表す，，は通常イタリック（斜体）で記す．

結晶は，原子をこの3軸の整数倍だけ位置をスライドさせても，結晶全体の
構造がまったく同じになる（この性質を「並進対称性」(※1)と呼ぶ）．

o

※1 「並進（ある方向にズラす操作）をしても形が変化しないという対称性」という意味．



「ある物質が結晶であるかどうか」は，その物質が（3軸方向に）周期的
な構造をもつかどうか，という意味になる．

理想的には，周期の繰り返し回数は無限になる．
（つまり，結晶＝無限に同じ構造が繰り返される）

もちろん，現実の結晶では結晶の端（＝それ以上繰り返しが無い）や，
構造の崩れた部分やズレた部分（「欠陥」と呼ばれる）等が存在するが，
多少の欠陥やズレは無視して「結晶」とみなします．

どのぐらい繰り返されれば結晶とみなしてよいのか，というのは難しい
ところだが，各方向に数十程度の繰り返しがあれば，結晶（微結晶）と
呼べる……かも（目に見えるサイズの結晶だと，各軸方向数万～数百万
以上ぐらいの繰り返し構造に相当する）．



繰り返しの単位（単位格子）は大きく取ることもできる．

例えば先ほどの水晶で言えば，繰り返し単位（単位格子）として下図の
青枠で示した範囲を取ってもよい．
（青で示した大きい構造を繰り返しても，まったく同じ構造になる）．
※ただ，無駄に大きなサイズを単位格子とみなしても，利点が無い．

最小の体積を持つ単位格子を
「基本単位格子」と呼ぶ．
（図のピンクの枠は基本単位格子）

※なお，特に理由が無ければ，通常は
「単位格子」としてできるだけ小さい
ものを選ぶ．



さらに言うと，基本単位格子（最小の単位格子）の取り方も無限にある．
（ただしどんなとり方をしても，基本単位格子の体積は同じになる）

このように無限の取り方がある単位格子だが，普通は

・対称性ができるだけ高くなる（対称性については後述）

・3つの角度が90度に近い

ようにとることが多い（そのほうが直観的で，性質も理解しやすい）．



なお，結晶中の原子の位置は，単位格子の軸方向に格子の何倍移動した
位置か，で表す（分率座標）．例えば……

a

b

c

青丸は一つ上のab面内にあり（c方向は1），a軸方向にa軸の0.3倍，b軸方向に
b軸の0.5倍の位置なので，(0.3, 0.5, 1)と書かれる．
※結晶は周期構造があり，単位格子分ずらした位置にも同じ原子がいる．
このため（0.3，0.5，0）としてもよい．

0.5

0.3

o

0.5



2. 7つの結晶系

※ここからちょっとわかりにくくなるかもしれません．



結晶は単位格子が繰り返されてできる構造である．
ここではまず，単位格子に含まれる原子を無視して，
「単位格子そのもの」にどのような種類があるのかを考えてみたい．

要するに

右図の「枠＝単位格子」（や，その頂点＝格子点）の取り得る種類（形）
を考える，ということ．



結論から先に言うと，3次元の単位格子としては，7つのみが存在する．
ちょっと難しいが，なぜ7つに分類できるのかというと，「結晶で可能な対称性」
と，「群論」から出てくる．

・3次元の物体で可能な対称操作（元とまったく同じ形に重なる移動操作）は

何もしない（恒等変換）※どんな格子でも常に成り立つ
ある軸周りの1/n回転（n＝2，3，4，6）
ある点を中心とした反転（x，y，z → -x，-y，-ｚ）
鏡映（x，y，z → -x，y，zなど）
回反（1/n回転したあとに，ある点を中心とて反転）

しかない（今は単位格子「内」の対称性を考えるので，並進は考えません）．

・これらの対称性の組み合わせで「群」を作ると，7種類のグループができる
（対称性的に異なる7つのグループ＝7つの結晶系がある，となる）

※このあたりは「群論」というものを理解するとわかりやすいのですが，群論自体がちょっと難しい．



もっとも近い2つの格子点A，Bを考える．
このA-Bを結ぶ軸を，単位格子のa軸とおこう．

おまけ：結晶での回転対称が，2，3，4，6回軸しかないことの証明
（※n回軸＝1/n回転しても，元と同じ構造）

A B

n回軸があったとすると，BをA点周りで1/n回転した点B'，A点をB周りに-1/n
回転した点A'も格子点となる．

A B

B'

1/n回転 -1/n回転

A'

A-BとA'-B'は図形的に必ず平行になる．さて，A→Bのスライド移動は単位格子
分の並進操作なので，これを何度か繰り返せばB'はA'へと移動するハズ．
（格子点は並進で他の格子点に一致する）．よってA'-B'はA-Bの長さの整数倍．

A B

B'

 

A'


 = 360/n

※1/n回転なので



A B

B'

 

A'
 = 360/n

※1/n回転なので

A-Bの長さをaと置くと，A'-B'の長さは……

a

-acos -acos

A'-B' = |a-2acos(360/n)|
= aの整数倍 となる必要がある．

これを満たす整数nは，1（A'-B'=a，1回転で元通りの位置），2(A'-B'=3a)，
3（A'-B'=2a），4（A'-B'=a），6（A'-B'=0）しかない．

つまり，並進対称性を満たす結晶では，5回軸や7回軸などは存在できない
ことが示される．



7つの結晶系（まずは一覧で）

三斜晶系：反転対称しか対称性が無い．

単斜晶系：2回軸を持つ（自動的に鏡映も発生）

直方晶系（斜方晶系）：単斜晶系にさらにもう1本の
2回軸を追加．（自動的に鏡映と2回軸が
さらに追加される）

正方晶系：4回軸がある（自動的に，2回軸や鏡映も複数追加）

三方晶系：3回軸がある

六方晶系：6回軸がある

立方晶系：3回軸と2回軸をもつ．



三斜晶系（一番対称性が低い）

a ≠ b ≠ c
 ≠  ≠ 
3辺の長さが違い，
角度もすべて違う．

許される対称操作は，
1（恒等変換．何もせずそのまま） と

1（反転対称）のみ．





a

b
c





※単位格子そのものは，必ず反転対称を持つ



三斜晶系に，鏡映面はない

例えばAをA'に移すこの面（↓）で鏡映を取ると……

AA'



三斜晶系に，鏡映面はない

例えばAをA'に移すこの面（↓）で鏡映を取ると……

おかしなところに，あるはずのない格子点が出てしまう．
（つまり，こんなところに鏡映面はない）

AA'



三斜晶系には2回軸もない

この図だと一見b軸が2回軸になってそうだが……

c

a

（b軸方向からみた図）



横から見ると，おかしな格子点が出ることがわかる

三斜晶系には2回軸もない

a
b

こんなところに
格子点はない！

（c軸方向からみた図）



単斜晶系（2回軸を持つ）

a ≠ b ≠ c
 ≠  =  = 90
3辺の長さが違う．
角度はとは90．
のみ90ではない（角度一つが斜め＝単斜）

許される対称操作は，

1，1，b軸周りの2回軸，ac面での鏡映




a

b

c


上から見ると平行四辺形



横から見ると長方形

や 



 =  = 90なので，2回軸が存在

c

a

b軸方向から見た図

a

b

c軸方向から見た図

1/2回転で，各格子点が別の格子点にちゃんと移る
（＝2回軸がある）



 =  = 90なので，鏡映面も一つ存在
ac面での鏡映（＝b軸方向を反転）で，格子点が重なる

a

b



対称操作の面から言うと，
原点を通る軸で1/2回転した後に中心反転

という操作は，
その軸に垂直な面での鏡映

と数学的に同一になる．

単位格子→ 必ず中心反転に対し対称
単斜晶系→ 必ず2回軸を持つ（1/2回転に対し対称）
∴単斜晶系はこの2つの対称性をもつので，それらを
組み合わせた「1/2回転して中心反転」でも対称

↑
鏡映操作と同一（∴鏡映に対し対称）



直方晶系（昔は斜方晶系と呼ぶのが一般的だった）

a ≠ b ≠ c
 =  =  = 90
3辺の長さが違う．
角度は全て90．
（要するに直方体）



a

b

c 

許される対称操作は，

1，1 ，a軸周りの2回軸，b軸周りの2回軸，
c軸周りの2回軸，ab面での鏡映，bc面での鏡映，
ac面での鏡映



余談：そもそも，どこも斜めではないのになぜ斜方？

昔は結晶（鉱物）の外形を手掛かりにさまざまな物質の同定が行われて
いた．このため結晶の外形がどんな形をしているのか，をもとに名前が
付けられた．ここから菱形（斜方形）の面が出る鉱物によくある単位格子
＝斜方晶系，となった

一方で単位格子そのものに目を向けると，傾いているところは全くない．

現代では，鉱物の外形より内部の原子の並びの方が重要視されるため，
単位格子の外形に基づき「直方晶系」と呼ぶようにしよう，となってきて
いる．



正方晶系

a = b ≠ c．
底面が正方形．
c軸だけ長さが違う．

 =  =  = 90
角度は全て90．






b

c

a

許される対称操作は，

1，1，a軸の2回軸，b軸の2回軸，c軸の4回軸
（※反転対称の組み合わせて4回回反軸も出る），

[110]軸の2回軸，[110]軸の2回軸，ab面，bc面，
ac面での鏡映，[110]軸に垂直な面での鏡映，

[110]軸に垂直な面での鏡映



a

b

ab面が正方形なので，c軸を軸とした1/4回転に対し対称
（当然，2/4回転，3/4回転でも対称）



『[110]軸の2回軸』とあるが，そもそも[110]軸って何？

結晶では「面」や「方向」を表す整数の組（ミラー指数）が用いられる．

・方向の場合[hkl]
単位格子の原点（これまで「o」で示していた点）から,位置がa軸方向に
h，b軸方向にk，c軸方向にlの点に向かって引いた線の方向を表す．
※hklは整数．（比は最小の整数．例えば[220]ではなく[110]を使う）

o a

b

c

例えば左図のピンクの矢印が指す方向は，[111]方向
（a軸に1，b軸に1，c軸に1行った方向）となる．



負の方向を表したいときは，数字に「ത1」のように上線を付ける（バー，と読む．
例えばത1は「いちバー」とか「ワンバー」とか）．入力が難しい場合は，そのまま
負の数を書く（例えば[1ത10]と書くべきところを手抜きで[1-10]等）こともあるが，
正しくは[1ത10]と書く（が，入力が面倒）．

例えば左図のピンクの矢印が指す方向は，[1ത11]方向
（a軸に1，b軸に−1，c軸に1行った方向）となる．

a

b

c

o



これをふまえると，正方晶系は[110]軸と[1ത10]軸が2回軸になっている，
というのは……

この2本の軸（[110]と[1ത10]）が2回軸になっている，ということを意味している．
（つまり，それぞれの軸の周りに1/2回転しても格子の構造が変わらない）

b

c

a



なお結晶では「違う方向だけど，構造的には等価」という
ことがよくある．

例えば正方晶では4回軸があるので，a軸方向とb軸方向
は必ず等しくなる．

c軸を中心に1/4回転しても構造が同じ→ a軸とb軸は等しい

これら「等価な方向をすべて含む」方向を表すときは，
<hkl>と書く．例えば正方晶系で<100>方向と書くと，
[100]，[010]，[ത100]，[0ത10]の全ての方向を含む．

このように結晶では括弧の種類で意味が違うので，
適当に書いてはいけない．






b

c

a



また，[110]軸と[1ത10]軸それぞれに垂直な鏡映面もある．

a

c

b

鏡映



三方晶系

六方格子（hexagonal）の格子のものと，菱面体格子
（rhombohedral）のものの2種がある．

六方格子 菱面体格子（三方格子）
a = b ≠ c． a = b = c．
 =  = 90， = 120  =  =  ≠ 90

http://pd.chem.ucl.ac.uk/pdnn/symm1/rhomb.htm より

立方体の対角を
引っ張りひしゃげ
させたような構造

点線が3回軸

https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_crystal_family

六角柱を三分割
した単位格子



格子の対称性としては，いずれも

1，1，3回軸，3回回映軸（3回軸と反転対称から）
3つの2回軸，3つの鏡映面

をもつ（図は大変なので示さないが）．



六方晶系

三方晶系の六方格子と同じ形状．格子の中身（原子の配列）まで
考えると三回対称なのか六回対称なのかの違いが出るが，格子
点だけ見ると同じ．

https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_crystal_family

六角柱を三分割
した単位格子

a = b ≠ c．
 =  = 90， = 120

格子の対称性としては

1，1，6回軸（反転対称との組み合わせで回映も），
6つの2回軸，7つの鏡映面



立方晶系

立方体状の格子

a = b = c．
 =  =  = 90

格子の対称性としては

1，1，3回軸，2回軸，それらの組み合わせで，48個
もの対称操作が出てくる．

対角を結んだ線は全て3回軸



3. 14個のブラべ格子



3次元の単純格子＝単位格子内に格子点が1つだけの格子としては，
ここまでに紹介した7つの結晶系のみが可能である．

ただ，格子内に複数個の格子点を含む「複合格子」も許すと，その数
は14にまで増える．
こうして作られた14の格子を，研究していた物理学者にちなんで「ブラ
べ格子」と呼ぶ．

本質的には複合格子を基本とする必然性はないが，我々人間が物質
の性質などを考える際には立方体に近いほうが考えやすい（3つの軸

が直交していて理解しやすい），であるとか，より対称性の高い格子と
みなせて性質が理解しやすいなど，（人間にとって）便利な場合がある．
そのため，多くの場合ブラべ格子を基準に考える．



例えば……

赤線のような𝑏 = 2𝑎,  = 45の単斜晶系でも良いが……

a
b



例えば……

青線のような正方格子の方が，人間が考えやすい．
（a軸方向とb軸方向が等価で，性質も2方向で等しいと理解しやすい）

※ただし，単位格子内に格子点が2つある複合格子になる

a

b



複合格子にして増えた格子点も，頂点にある格子点と
等価でなくてはいけない．このため，中途半端な位置
に格子点を増やすわけにはいかない．

こういう複合格子はあり得ない．
なぜなら……

A

B

Aから少し右上に行くと，別な格子点
Bがある．格子点は全て等価なはず
なので，Bから同じだけ右上に行った
ところにも，格子点がないとけない．
ところがこの図ではそうなっていない
（＝Bは単位格子の格子点ではない）



これを踏まえると，複合格子として可能なのは

・基本単位格子の中心に格子点を追加（体心）
・基本単位格子のどれかの面の中心に格子点を追加
（底心）
・基本単位格子のすべての面の中心に格子点を追加
（面心）

だけである．

しかもいくつかの組み合わせでは「そのような複合格子
を作っても対称性が上がらず意味がない」とか「格子の
取り方を変えると別な格子と一致する」などがあるため，
結局残ってくるのは14個のブラべ格子のみとなる．



三斜晶系：もともと対称性が非常に低い格子なので，わざわざ底心
や体心などに格子点を増やしても対称性が上がらず，
点が無い→ 単純格子のみ

六方格子：体心，底心，面心などに格子点を置くと，六方格子の六回
対称性が崩れ六方格子ではなくなる．→ 単純格子のみ

菱面体格子：体心や面心に原子を置いても，格子の取り方を工夫
すると，結局は対称性が同じでもっと小さい単純格子
の菱面体格子に取り直せる．つまり体心や面心にする
利点が無い．また底心は，「3つの面が等価」という菱面
体格子そのものの対称性が無くなるので無理．
→ 単純格子のみ



単斜晶系：側面（aやcの面）の底心に格子点を置くと，新しい格子に．
面心の単斜晶系は対称性を下げずに体心の単斜晶系に
格子のとり方を変えられるので，そのようなものを新たに
作る必要性が無い．そして体心の単斜晶系はより小さい
底心の単斜晶系にとり直せるので意味がない．

a

b

c



 ≠ 90

∴単斜晶系に存在するのは，

単純単斜格子
底心単斜格子

の2種類のブラベ格子



小学館 日本大百科全書 より

面心や体心の単斜格子が存在しない（同じ対称性で
もっと単純な単斜格子に書き直せる）ことの図示



直方晶系：底心（A，B，C），面心，体心があり得る．

https://ja.wikipedia.org/wiki/直方晶系 より



正方晶系：底心の正方格子は，もっと小さい正方格子
に取り直せるので存在しない．面心の正方格子も，
より小さい体心の正方格子に取り直せる．
体心の正方格子は存在する．

https://ja.wikipedia.org/wiki/正方晶系 より



立方晶系：すべての面が等価なので，底心にならない
（すべての面が等しく底心になり，結局面心になる）．
体心と面心は存在する．

https://ja.wikipedia.org/wiki/立方晶系 より



結局，複合格子を含め以下の14のブラべ格子がある．

・三斜格子

・（単純 or底心）単斜格子

・（単純 or体心 or面心 or底心）直方格子

・（単純 or体心）正方格子

・菱面体格子 ※三方格子とも呼ぶ

・六方格子

・（単純 or体心 or面心）立方格子



4.空間群



ここまで，繰り返し単位である「格子」の形状・対称性についてみてきたが，
実際の結晶ではこの「格子」の中に原子や分子が入ってくることになる．
これにより，「格子」だけの時よりも対称性は低下する．
（もちろん，格子と同じ対称性を維持する場合もあるが，対称性が上がる
ことはない）



例えば一番対称性の低い三斜晶系も，格子だけなら
反転対称が必ず存在する．ところが分子が入ると，
反転対称が成立しないこともある（＝対称性が下がる）

格子のみ
（反転対称あり）

結晶
（反転対称無し）



ただし，どんな配置でも可能になるわけではない．
例えば正方晶系はa軸とb軸の長さが厳密に等しい．

a = b ≠ c．
底面が正方形．
c軸だけ長さが違う．

 =  =  = 90
角度は全て90．






b

c

a

結晶において「a軸とb軸の長さがピッタリ同じ」が実現
するには，「a軸方向とb軸方向の構造が厳密に同じ」

である必要がある（ちょっとでも違えば，長さは微妙に
違うはず）．



例えば，正方晶である尿素の結晶は，a軸とb軸方向に
伸びる構造が厳密に同じ．このため，2軸の長さは必ず
等しい（同じ構造なので，繰り返し周期も全く同じ）．

b

a

c
o



もしa軸とb軸方向で構造が違っていると，a軸とb軸の長さが偶然「ほぼ

同じ」だったとしても，よく見ると厳密には微妙な長さのずれがあるはず
である．

その場合，（格子定数の値は正方晶によく似ているが）正方晶ではない
（もっと対称性の低い結晶系），ということになる．

要するに何が言いたいかというと，

・原子・分子が入ることで，結晶の対称性は結晶系の対称性より下がる
ことがある．

・このため，同じ結晶系でも「どの対称性をもつか」によっていくつかの
異なるグループに分かれる

・ただし「ある結晶系になるには最低限必要な対称性」があるので，
それは必ず満たす．



言葉だけだとわかりにくいので，実例で見ていこう．

一番単純なのは三斜晶系で，三斜晶系の格子がもつ
対称性は
・恒等変換（何もしない）：1 （全ての物質に存在）
・中心反転：ത1 （反転しても同じ構造）

の二つしかない．また，三斜晶系を実現するのに必要
な「最低限の対称性」もない（あえて言うなら，全ての
物質で成り立つ「1」があればよい）．

三斜晶系の格子
（対称操作は1とത1）

物質群1
（対称操作は1だけ）

物質群2
（対称操作は1とത1）



a

bc

例えばこんな感じ

a

bc

オレンジの原子が，
格子の中央に．
→ 反転対称あり

オレンジの原子が，
格子の中央以外に．
→ 反転対称なし

単位格子のもつ対称性
1，ത1

単位格子のもつ対称性
1



このため，三斜晶系の結晶には

・反転中心をもつ結晶 Pത1と表記
・反転中心をもたない結晶 P1と表記

に分類される2つの異なるグループがあることがわかる．

このような，「単位格子に含まれる原子の並び方の対称性」までを考慮
した分類を「空間群」と呼ぶ．



三斜晶系なら単純だったが，単斜晶系などもっと高い対称性をもつ場合
には，だんだん大変になる．

例えば単斜晶系

（1）単斜晶系を実現するには2回軸（ or 2回らせん軸）か鏡映（or映進）
のどちらかは必要

（2）単純格子（P）だけでなく，底心格子（C）もあった．

なので，空間群がどうなるかというと……



・2回軸と鏡映面がある→ P2/m，C2/m
・2回軸と映進がある→ P2/c，C2/c
・2回らせん軸と鏡映面がある→ P21/m
・2回らせん軸と映進がある→ P21/c

・2回軸だけある -> P2，C2
・2回らせん軸だけある→ P21

・鏡映面だけある→ Pm，Cm
・映進面だけある→ Pc，Cc

単斜晶系で可能な空間群

※なぜ2回らせん軸を持つC底心のC21などが無いのかというと，C21は
原点の取り方をずらすとC2に一致し，別な空間群とはみなさないため．



こんな感じで，

7つの結晶系（格子の対称性の分類）

14のブラべ格子（底心，面心，体心の複合格子も許す）

230の空間群
（原子の配置により格子だけよりも対称性が下がる．どう対称性
が下がるかによって同じ結晶系の中に複数の空間群が生じる）

というものがある．この講義では空間群の詳細までは立ち入らないが，
結晶構造を解いたり，構造から物性を議論する際には空間群の知識
がある程度必要．



5.準結晶（おまけ）
※わからなければ無理に理解しなくてもOK



結晶は周期構造をもち，周期構造があるなら可能な
回転対称は2，3，4，6回軸しか存在しないことを説明
した．

結晶の対称性は，結晶にX線や電子線といった「原子

間隔と同じぐらいの細かい波長をもつ波」を当て，その
回折像を見ることで調べることができる．

例：金の電子線回折像．
面心立方格子に由来する
4回対称が見てとれる．

https://www.jeol.co.jp/words/emterms/search_result.html?keyword=Fourier%20transform より



ところが1984年，イスラエルのダン・シュヒトマンらは，結晶としては
あり得ないはずの10回対称を示す電子線回折像を報告した．

実際の論文に掲載されている回折像
Phys. Rev. Lett., 53, 1951-1953 (1984)

当初はこれが単一の塊由来とは納得してもらえず，膨大な量
の追加実験でようやく掲載に至った（複数の結晶がくっついて
いて，それらからの回折が重なっているだけではと疑われた）．

スポット状の電子線回折を示すには，規則的な構造＝結晶であることが
必要不可欠である．
その一方で，結晶では10回対称は絶対に存在しえない．

では，この謎の物質はいったいどうなっているのか？



「ペンローズ・タイル（Penrose tilings）」
周期的ではないが，ある種の規則性がある構造



「周期的な構造をもつ」という結晶の特徴では，どうやっても10回対称は出
せない．
10回対称を出すには，「周期的」構造をあきらめなくてはならない．だが，
周期的ではない構造で，X線回折や電子線回折を起こすような「規則的な
構造」など，作れるのだろうか？

この問題のヒントとなるのが，数学者のペンローズらが取り組んだ「数種類
のタイルで平面を埋め尽くす」という数学的な問題である．



ちなみにペンローズは結構いろいろやっている人で，

・ブラックホールの理論的な研究（特異点定理）
→ 2020年のノーベル物理学賞

・不可能図形の作成（エッシャーなどへの影響）

・時空の量子論（量子重力理論等への発展）

・量子脳理論（今から見ればほぼあり得ない）

など，広く知られた研究が多数ある．



ペンローズ・タイル（のひとつ）

2種の菱形

・非周期的（＝結晶ではない）
だが，周期に近いものはある

・「ほぼ」5回対称

https://www.iucr.org/news/newsletter/volume-27/number-3/deformed-penrose-tiling-and-quasicrystals より



非周期的（＝結晶ではない）が，ある種の規則性があり，全体として5回
対称や10回対称，12回対称などが実現できる．
この構造が電子線やX線を回折すると，ちゃんと回折スポットが出る．

先ほどの図形から予想される
回折パターン
（10回対称のピークが出る）

https://www.iucr.org/news/newsletter/volume-27/number-3/deformed-penrose-tiling-and-quasicrystals より



このように，結晶ではない（＝周期構造をもたない）がある種の規則性が
ある構造を取る物質は「準結晶」と呼ばれ，さまざまな合金を適切な速さ
で冷却したりすることで再現よく得られる，ということがわかっている．
（発見したダン・シュヒトマンは，この業績により2011年のノーベル化学賞
を単独受賞）

現代の物性理論では，周期的な構造を仮定しているものがほとんどで
ある．また，一部の例外でも「完全なランダム」をもとにしている．

準結晶のように，「周期的ではないのに，ランダムでもない」という特殊な
物質の性質がどうなるのかはまだ未解明な興味深いものだといえる．



まとめ



とりあえず今日はこれだけは覚えておこう！

・結晶は，「周期的な繰り返し構造」をもつ固体．

・繰り返しの最小単位が「基本単位格子」
（単に「単位格子」と呼んでこれを指すことも多い）

・単位格子の形は7パターン（7つの結晶系）

・（人間にわかりやすいように）複合格子も考慮すると
14種類のブラべ格子がある．

・その中にどんなふうに原子が入るかまで考えると，
230パターンの「空間群」と呼ばれるものに分類可能．

・結晶ではないが規則性を持つ「準結晶」がある．



本日のポイント

固体と結晶：それぞれ指すものが異なる

固体→ 原子がほぼ移動せず，位置が固定．原子の並び方は
どうでもよい（整列していても，ぐちゃぐちゃでも固体）．

結晶→ 周期構造をもつ
∴結晶は固体だが，固体が全て結晶ではない（非晶質など）．
結晶と非晶質の中間的な存在：準結晶
ある種の秩序はあるが，並進対称（周期的）ではない．

単位格子：結晶における繰り返しの単位

晶系：単位格子の対称性（7種）

ブラべ格子：面心や体心の複合格子を加える（14種）

空間群：格子の内部の原子の並びも含めた対称性（230種）
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